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Résumé :
Ce travail aborde l’identification des propriétés élastiques hétérogènes d’un matériau composite par une
approche inverse basée sur l’erreur en relation de comportement modifiée, en exploitant les mesures de champs
obtenues par corrélation d’images numériques. La démarche consiste dans un premier temps à déterminer,
pour un jeu de paramètres fixé, les champs cinématiquement et statiquement admissibles minimisant un critère
permettant un compromis entre relation de comportement et adéquation aux mesures. Dans un deuxième temps,
on minimise une fonction coût définie à partir des champs optimaux trouvés pour identifier les propriétés
matériau recherchées. La robustesse de la méthode vis-à-vis des perturbations de mesure est étudiée.
Abstract :
The aim of this paper is to present an inverse approach dedicated to the exploitation of full-field measure-
ments, to identify elastic properties of heterogenous materials, such as composites. This method is based on
the modified constitutive relation error principle and can be split in two steps. The first one consists in defi-
ning mechanical fields, for a fixed set of mechanical parameters, by the minimisation of a criterion allowing
a compromise between constitutive equation and measurements adequacy. The second step takes the form of
minimising a cost function defined by using these fields, to identify the sought material properties. Moreover,
the robustness of the method is tested on a numerical example where white Gaussian perturbations were added
to displacement values to simulate an experimental errors.
Mots clefs : Erreur en relation de comportement modifiée ; Identification ; Mesures de champs
1 Introduction
Les essais mécaniques s’appuient de plus en plus sur les mesures de champs de déplacements par corrélation
d’images numériques [1]. Ces mesures permettent d’envisager l’exploitation d’essais hétérogènes, du fait du
chargement et/ou du matériau, difficiles à exploiter avec des mesures classiques (jauges extensométriques). Il
est alors nécessaire de développer des méthodes d’identification adaptées à la richesse des mesures et s’ap-
puyant sur des approches inverses. Dans [2] sont présentées les grandes familles de méthodes (le recalage par
Éléments Finis, la méthode des champs virtuels, l’écart à l’équilibre, l’écart à la réciprocité et l’erreur en rela-
tion de comportement) déjà utilisées pour les mesures de champs. Les perturbations de mesure constituent un
problème commun à toutes ces méthodes et subsistent malgré le progrès des dispositifs expérimentaux et des
moyens de mesure. Il est donc important de les prendre en compte.
Parmi les stratégies d’identification, l’erreur en relation de comportement modifiée s’avère être une approche
robuste vis-à-vis des perturbations de mesure [3]. Dans le cadre de la validation, l’erreur en relation de compor-
tement modifiée a tout d’abord été appliquée au cas de la dynamique vibratoire [4, 5]. Par la suite, la méthode
a été adaptée aux mesures de champs dans [6, 7], et plus récemment dans [8].
On présente dans ce papier une formulation du problème d’identification utilisant cette approche. Il conduit à
la minimisation d’une fonction coût qui se décompose en un terme relatif à la relation de comportement et un
terme exprimant l’écart quadratique entre valeurs calculée et mesurée du déplacement. La formulation permet,
si elles ne sont pas disponibles, de ne pas tenir compte des conditions aux limites sur le bord du domaine
d’étude.
La première partie de l’article introduit le cadre de l’identification et présente les étapes principales de l’ap-
proche proposée. La deuxième partie décrit la mise en œuvre numérique de la méthode et l’algorithme de
résolution adopté. Enfin, on présente les résultats d’identification avec l’approche proposée, illustrée sur un
exemple numérique d’une traction uniaxiale d’un matériau homogène isotrope, où l’on étudie la sensibilité de
la méthode aux perturbations de mesure.
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2 L’erreur en relation de comportement modifiée
2.1 Cadre de l’identification
On considère une structure soumise à un chargement mécanique, représentée par un domaine Ω régi par les
équations de la mécanique des milieux continus, et on cherche à identifier ses propriétés élastiques Θ. Dans la
suite, on fait l’hypothèse que les conditions aux limites ne sont pas connues, et les déplacements sont mesurés
sur une partie du domaine, comme schématisé dans Figure 1.
Ainsi, les équations dont on dispose sont :

Équilibre divσ = 0 dans Ω (1a)
Compatibilité cinématique ε = 1
2
(▽u+▽
′
u) dans Ω (1b)
Relation de comportement σ = Kε dans Ω (1c)
Mesures u = u˜ dans Ωm (1d)
où u est le vecteur des déplacements et σ le tenseur des contraintes.
Ω
Ωm
∂2Ω
∂1Ω
CL1
CL2
FIG. 1 – Problème direct associé au problème d’identification
Ωm est un sous-domaine de mesure non nul tel que Ωm ⊂Ω. Le vecteur u˜ contient les mesures de déplacements
issus de la mesure de champs sur le domaine Ωm, tel que u˜ ∈ Rn, avec n le nombre de points de mesure.
La formulation du problème d’identification par l’approche basée sur l’erreur en relation de comportement
modifiée se fait en deux étapes, détaillées ci-dessous. Dans un premier temps, pour un jeu de paramètres Θ fixé,
des champs mécaniques de contraintes et de déplacements sont construits à partir de l’ensemble des données
théoriques et expérimentales dont on dispose. Cette étape définit le problème de base. Puis une fonction coût
des paramètres matériau est construite à partir de ces champs. Sa minimisation mène à l’identification des
paramètres mécaniques.
2.2 Le problème de base
Cette première étape consiste à construire des champs de contrainte et de déplacement qui tiennent compte de
l’ensemble de l’information théorique et expérimentale. Pour définir ces champs, il est nécessaire de relâcher
certaines des équations redondantes (1a) à (1d). Un des principes de l’erreur en relation de comportement est
de séparer les équations en équations fiables et équations non fiables, et de relâcher les équations non fiables
pour simplement les vérifier au mieux. Dans le cas étudié, la séparation se fait comme suit :
1. Les équations fiables : l’équilibre mécanique et la compatibilité cinématique.
2. Les équations non fiables :
– La relation de comportement, puisque on cherche justement à identifier le comportement.
– Les mesures, car elles contiennent des perturbations.
Les équations fiables sont vérifiées de façon exacte tandis que les équations non fiables sont vérifiées au mieux
par la minimisation d’une fonctionnelle.
Cela conduit à la formulation suivante, définissant le problème de base à paramètres Θ fixés :
Trouver (u,v) en minimisant :
J (u,v) =
1
2
Z
Ω
σ(v−u) : ε(v−u)dΩ︸ ︷︷ ︸
J1
+α
1
2
Z
Ωm
(u− u˜)2dΩm︸ ︷︷ ︸
J2
(2)
sous les contraintes des équations fiables (1a) et (1b).
La solution du problème est notée : {
(u(Θ),v(Θ)) = argmin
u,v
J (u,v)
sous les contraintes (1a) et (1b)
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Remarque : Le problème (2) est écrit ici en déplacement. En effet, en partant de la formulation naturelle en
contrainte, on peut montrer, tout comme dans le cadre de la dynamique vibratoire [4], qu’il existe un champ v
tel que σ = Kε(v), où K est l’opérateur de Hooke.
La fonctionnelle J comporte un premier terme J1 relatif à l’erreur en relation de comportement proprement
dite, et un second terme J2 qui correspond à l’erreur de mesure. Sa minimisation conduit à la résolution d’un
système linéaire permettant d’obtenir les champs mécaniques recherchés (voir section 3.1).
Le paramètre α, dit hyper-paramètre, permet d’adimensionner les deux termes de la fonctionnelle et permet
également de pondérer l’importance relative de J1 et J2. En effet, comme les deux termes représentent respec-
tivement une énergie et le carré d’une distance, il est nécessaire de les adimensionner par l’ordre de grandeur
des termes qu’ils font intervenir. Concrètement, dans le cas de l’application numérique présentée en section
4.1, le terme de distance aux mesures est divisé par le carré des mesures, et le terme d’erreur en relation de
comportement par une estimation de l’énergie élastique du problème de référence, calculée grâce à une ap-
proximation des paramètres matériau dans le cas d’un matériau homogène, ou d’une moyenne de ces mêmes
paramètres dans le cas hétérogène. Le paramètre α est donc la fraction de ces deux ordres de grandeur.
2.3 Le problème d’identification
Une fois les champs mécaniques solution détérminés, on mène l’identification des paramètres Θ grâce à la
minimisation d’une fonction coût G qui utilise les champs déterminés précédemment.
L’estimation de G suppose donc la résolution du problème (2). Le problème d’identification s’écrit alors
comme :
Θ = argmin
Θ′
G (Θ′)
avec G (Θ′) = J (u(Θ′),v(Θ′))
3 Mise en œuvre numérique
3.1 Problème discret
L’implantation numérique de cette méthode d’identification nécessite la discrétisation du problème (2). On
utilise une formulation Éléments Finis pour ce faire, les champs de déplacement seront alors décrits par les
vecteurs de degrés de liberté aux nœuds du maillage, U et V . On introduit ˜U le vecteur colonne contenant la
valeur du déplacement mesuré sur la grille de mesure, et K la matrice de rigidité. Le problème (2) s’écrit alors
sous la forme :
Trouver (U,V ) minimisant :

J (U,V ) =
1
2
(U−V )T K(U−V )︸ ︷︷ ︸
J1
+α
1
2
(ΠU− ˜U)T (ΠU− ˜U)︸ ︷︷ ︸
J2
(4a)
sous la contrainte Ki.V = 0 (4b)
Où i est l’ensemble des indices des nœuds intérieurs du domaine, ”.” est l’ensemble des indices de tous les
nœuds et b sera celui des nœuds du bord. Ainsi, on remarque que la contrainte du problème porte uniquement
sur les nœuds internes au niveau des lignes de la matrice de rigidité. Par ailleurs, Π est un opérateur discret
d’extraction-projection. Dans le cadre des mesures expérimentales, la grille de mesure et le maillage Éléments
Finis peuvent être différents. L’opérateur Π permet alors de projeter les champs mécaniques du maillage vers
la grille de mesure, d’une part puisque les deux grilles ne coïncident pas, et d’autre part puisque Ωm peut n’être
qu’un sous-domaine de Ω. On fera l’hypoyhèse peu restrictive que l’opérateur Π ne s’applique qu’aux nœuds
intérieurs du maillage Éléments Finis.
La fonctionnelle J sera minimisée sous la contrainte (4b). Un Lagrangien est ainsi introduit :
L (U,V,Λi) = J (U,V )−ΛTi (Ki.V )
L’expression de sa stationnarité nous donne trois équations, qu’on décompose sur les degrés de liberté internes
et ceux du bord. On obtient alors le système d’équations suivant :

(Kii +αΠT Π)Ui +KibUb = αΠT ˜U (5a)
KbiUi +KbbUb−KbiVi−KbbVb = 0 (5b)
KiiUi +KibUb = KTii Λi (5c)
Kbi(Ui−Vi)+Kbb(Ub−Vb) = KbiΛi (5d)
KiiVi +KibVb = 0 (5e)
3
20ème Congrès Français de Mécanique Besançon, 29 août au 2 septembre 2011
3.2 Algorithme de résolution
3.2.1 Résolution du problème de base
À partir des équations (5c) et (5d), on peut montrer que (Ub −Vb) correspond aux degrés de liberté d’un
mouvement de corps rigide sur le bord. Par ailleurs, on peut montrer que la fonctionnelle est insensible à ce
mouvement de corps rigide. On le choisit donc nul (Ub = Vb).
Ainsi, à partir des équations (5b) et (5e), on aboutit à un système uniquement en U :
[
Kii +αΠT Π Kib
Kbi KbiK−1ii Kib
][
Ui
Ub
]
=
[
αΠT ˜U
0
]
En substituant Ui, on obtient le vecteur Ub comme solution du système linéaire suivant :
Kbi
[
(Kii +αΠT Π)
−1
−K−1ii
]
Kib︸ ︷︷ ︸
M
Ub = Kbi(Kii +αΠ)−1αΠT ˜U︸ ︷︷ ︸
F
(6)
La matrice M n’est pas inversible. On opte alors pour une décomposition QR, où R est une matrice triangulaire
telle que :
M = QR = [Q1 Q2][R1 R20 0
]
La solution de (6) se décompose en une solution particulière et un terme relatif au noyau qui est choisi nul, la
valeur de la fonctionnelle au minimum étant indifférente à ce choix. Finalement, la solution est :
Ub = R−11 QT1 F (7)
Les autres inconnues se déduisent alors de Ub.
Ainsi, on a résolu le problème de base et obtenu les champs optimaux U et V . On passe ensuite à l’identification
des propriétés matériau par la minimisation de la fonction coût G (Θ′).
3.2.2 Calcul exact du gradient
Un intérêt de l’utilisation de la même fonctionnelle pour définir le problème de base et le problème d’identifica-
tion est l’accès immédiat au gradient de la fonction coût G , ce qui permet de le fournir lors de la minimisation
de cette dernière. D’une manière classique, la méthode de l’état adjoint permet d’obtenir une expression ex-
plicite du gradient. Dans notre formulation, le problème direct et l’état adjoint sont couplés dès le départ et
résolus donc en même temps. La fonction coût et sa dérivée s’expriment en fonction du Lagrangien comme
suit :
G (Θ′) = L (U(Θ′),V (Θ′),Λi(Θ
′
),Θ′)
∂G
∂Θ′k
=
∂L
∂Θ′k
+
∂L
∂U︸︷︷︸
=0
∂U
∂Θ′k
+
∂L
∂V︸︷︷︸
=0
∂V
∂Θ′k
+
∂L
∂Λi︸︷︷︸
=0
∂Λi
∂Θ′k
Les dérivées partielles du Lagrangien par rapport aux champs U , V et au multipicateur de Lagrange Λi sont
nulles car ces derniers sont solution du problème de base (4a)-(4b), et Θ′k est le keparamètre matériau recherché.
Ainsi, il suffit de calculer la dérivée partielle du Lagrangien par rapport aux paramètres matériau, soit :
∂L
∂Θ′k
=
1
2
(U−V )T
∂K
∂Θ′k
(U−V )−ΛTi
∂Ki.
∂Θ′k
V (8)
L’expression du multiplicateur de Lagrange est directement donnée par l’équation (5c). Il suffit ensuite de
calculer la dérivée de la matrice de rigidité par rapport aux paramètres matériau ∂K∂Θ′k . On représente dans Figure
2 le gradient calculé à chaque point d’évalution de la fonction coût, dans le cas de l’application numérique
présentée en section 4.1. Le gradient est représenté par des segments et correspond bien à la pente de la courbe
en chaque point d’évaluation, ce qui confine sa bonne estimation.
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FIG. 2 – Évaluation de la fonction coût et son gradient
4 Résultats
4.1 Application à un exemple numérique
La méthode est illustrée sur l’exemple numérique d’une plaque élastique en contraintes planes, maillée en
éléments Q4 sous Matlab R©. Le chargement appliqué correpond à une charge de traction répartie homogène
sur le bord supérieur de la plaque. Dans un premier temps, on considère la plaque comme homogène. Un calcul
direct permet de construire artificiellement les mesures de déplacement aux nœuds du maillage. On utilise pour
ce calcul des propriétés matériau de référence, λre f et µre f , qui sont les cœfficients de Lamé. Ensuite, on fait
le choix d’identifier le paramètre µ, car le champ de déplacement de l’exemple traité est plus sensible à ce
paramètre.
4.2 Fonction coût et identification
Pour tester la robustesse de la méthode, on évalue la fonction coût pour des mesures perturbées à différents
niveaux. Dans les Figure 3(a) et Figure 3(b) la fonction coût est représentée sur un intervalle de valeurs µ/µre f ,
respectivement sans perturbations et pour un niveau de perturbation de 5%. Le terme αJ2, relatif à l’écart
quadratique entre calcul et mesure du déplacement, a un ordre de grandeur 104 plus élevé que le terme J1. Ceci
implique que l’identification s’appuie principalement sur la minimisation de J2.
Le paramètre µopt est identifié grâce à un algorithme de dichotomie. La Figure 3(c) représente l’histogramme
du paramètre identifié pour différents niveaux de perturbation variant de 0% à 10%. Pour chaque amplitude de
perturbation rajoutée, on effectue des tirages de Monte-Carlo avec une répartition aléatoire des perturbations
à chaque fois différente, afin de calculer la moyenne et l’écart-type. Ici, les perturbations ne sont pas couplées
et suivent une distribution gaussienne. L’écart-type de l’identification σµopt est représenté Figure 3(d) et atteint
27% pour un niveau de perturbation de 5%.
Par ailleurs, on a comparé cette fonction coût avec celle obtenue avec une formulation par moindres carrés.
Cette dernière postule la connaissance du chargement, tandis que l’approche basée sur l’erreur en relation de
comportement modifiée peut se passer de cette information, comme c’est le cas dans l’exemple étudié. Cette
comparaison a été rapportée dans [9].
5 Conclusion
On a considéré dans cet article un problème d’identification en élasticité linéaire à partir de mesures de champs
de déplacement. On a proposé de le résoudre en s’appuyant sur l’erreur en relation de comportement modifiée
et on a décrit les deux étapes fondamentales pour utiliser cette approche. Elles concernent respectivement la
construction de champs U et V obtenus comme un compromis entre relation de comportement et adéquation
aux mesures, et l’identification des propriétés élastiques du matériau par la minimisation d’une fonction coût.
L’approche est formulée en déplacement et un algorithme basé sur une décomposition QR a été proposé pour
une résolution numérique efficace. La méthode est illustrée sur un exemple numérique où les mesures sont
créées artificiellement, et sa sensibilité vis-à-vis des perturbations de mesures a été étudiée.
Les résultats confirment le succès de l’approche d’identification basée sur l’erreur en relation de comportement
modifiée.
En outre, on a traité un problème de contrôle optimal où l’on cherche le paramètre matériau optimal en terme de
minimisation de la seule composante J2 de la fonction coût. Ces résultats seront discutés lors de la présentation.
L’application numérique au cas des matériaux hétérogènes est actuellement en cours.
Les perspectives du travail sont :
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(a) Évolution de la fonction coût sans perturbations
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(c) Histogramme de distribution des modules identifiés
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FIG. 3 – Identification avec des perturbations de mesure
– L’étude de la robustesse vis-à-vis de la taille de la zone de mesure par rapport à la taille de la zone de calcul.
– La prise en compte d’informations complémentaires de type effort, pour les bords libres dans le groupe des
équations fiables ou la résultante de l’effort mesuré à vérifier au mieux.
– L’application à l’exploitation de mesures de champs réelles.
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